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Las tablas cantorianas y su
funcién heuristica en teoria
elemental de nimeros

JAVIER ECHEVERRIA EZPONDA *

El presente trabajo presenta, bajo una forma nueva, un obje-
to matemadtico propuesto por Cantor para demostrar la biu-
nivocidad entre N y Q, y que, estudiado en forma de tabla
bidimensional, por analogia al tridngulo pascaliano, tiene in-
terés por si mismo, en virtud de su estructura geométrica y
topologica, pero sobre todo puede desempefiar una importan-
te funcién heuristica en Teoria de Numeros. Este Gltimo as-
pecto es el mas destacado en el presente trabajo, en el que se
investigan mas los aspectos metodolégicos y epistemoldgicos
que los nuevos resultados que se desprenden en Teoria de
Nuameros de las Tablas Cantorianas.

§ 1: Métodos de investigacion en la Historia de la Teoria de Numeros.

La Teoria de Numeros ha sido estudiada a lo largo de la historia me-
diante métodos que estin muy lejos de cumplir las prescripciones del
formalismo. A partir del simple examen de tablas numéricas, e incluso ha-
ciendo pruebas con nimeros muy particulares, como los de Mersenne o
Fermat, se han elaborado conjeturas que, ulteriormente, han sido refutadas
o demostradas, pero que casi siempre han dado lugar a nuevos desarrollos
de la teoria. Determinadas propiedades de algunos niimeros, empiricamen-
te constatadas, han sido el motor de investigaciones que luego han conflui-
do en partes importantes del cuerpo tedrico con el que hoy se cuenta en
Teoria de Nimeros o en Teoria de Particiones. La audacia de las conjetu-
ras ha sido proverbial en esta rama de las Matemiticas. Cuando algunas de
ellas han podido ser demostradas, ello ha tenido lugar por medio de técni-
cas mucho mis poderosas y complejas que las propias del marco en el que
eran formulados esos problemas, como bien muestra la Teoria Analitica de

* Universidad del Pais Vasco.
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Nimeros. Sélo tras miiltiples esfuerzos de generaciones de matematicos, y
no en todos los casos, se encuentran finalmente demostraciones «elementa-
les» de dichas conjeturas.

El teorema del ntimero primo, por ejemplo, cuyo enunciado actual se-

ria:

. n(x)logx
lim =1

X X

fue primeramente conjeturado por Gauss' y Legendre?, a partir del exa-
men de amplias tablas de nimeros primos, que llegaban hasta el guarismo
1.000.000. Sus tentativas de demostracién no tuvieron éxito, pero dicha
proposicién quedé como un problema a resolver, y la investigacién de
muchos matemaiticos se orientd hacia él. En 1851 el matematico ruso
Tchebychev? demostré que, si dicho cociente tenia limite, ese limite habria
de ser uno. Obsérvese la forma l6gica de este nuevo enunciado, tan habi-
tual en matemadticas:

n (x) log x
}a, a = lim —a=1
X_>w X

Un antecedente que tiene forma de enunciado existencial implica un
consecuente que individualiza y determina el valor de a.

Riemann intent6 abordar el problema con métodos analiticos, que con-
llevan la nocién de funcién y de serie, y aunque avanzé considerablemente
en su tratamiento tampoco logré resolverlo. En 1896, y de manera inde-
pendiente, Hadamard* y C.J. de la Vallée Poussin® demostraron el teorema
del nimero primo por medio de métodos analiticos, inaugurindose a par-
tir de este éxito una nueva metodologia en Teoria de Nimeros. Unicamen-
te en 1949 Selberg® y Erdds” lograron demostrar ese teorema por medio de
métodos elementales, aunque su demostracidn fuese larga e intrincada. Se
completaba con ello la demostracién del teorema sin necesidad de recurrir
a partes de la matematica mis complejas que aquella en la cual dicho enun-
ciado es proponible, pero todavia se estaba lejos de insertar dicho teorema
en el seno de un sistema axiomatizado. La concepcidn axiomitica o eucli-

1. Gauss, C.F. Carta a Encke, 24-XII-1849, Werke, vol. II, pp. 444-447.

2. LEGENDRE, A.M., Essai sur la Theorie des Nombres, Paris: Duprat 1798.

3 CHEBYSHEV, P.L., Sur la fonction qui détermine la totalité des nombres premiers inferieurs
a une limite donnée, Mem. Ac. Sc. St. Petersbourg 6, (1851), pp. 141-157 y Jour. de Math. (1) 17
(1852), pp. 341-365. (Oexnvres 1, pp. 27-48).

4. HADAMARD, ]. Sur la distribution des zéros de la fonction U et ses conséquences
arithmétiques, Bull. Soc. Math. France, 24 (1896), pp. 199-220.

5. VALLEE POUSSIN, Ch. de la: Recherches analytigues sur la théorie des nombres premiers,
Ann Soc. Sci. Bruxelles 20, (1896), pp. 183-256 y 281-297.

6. SELBERG, Atle: An elementary proof of the prime number theorem, Ann. of Math. 50
(1949), pp. 305-313.

7. ERDOS, P.: On a new method in elementary number theory which leads to an elementary
proof of the prime number theorem, Proc. Nat. Acad. Sci. USA 35 (1949), pp. 374-384.
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dea de las matematicas tiene en este teorema un claro contraejemplo: tanto
la historia del problema como su actual tratamiento evidencian que un
problema perfectamente formulable dentro de una teoria es resuelto
trayendo a colacién instrumentos totalmente ajenos a dicha teoria, y desde
luego no definibles en los términos de su vocabulario basico.

La Teoria de Numeros proporciona multiples ejemplos, todavia mas
incisivos desde el punto de vista epistemolégico y metodolégico que el an-
terior. La investigacién en este dominio de la matemaitica posee una com-
ponente netamente empirica (que en los autores cldsicos solia consistir en
largas horas de construccién, contemplacién y meditacién de tablas de ni-
meros primos, explicitamente presentes), a partir de la cual se proponen
conjeturas y problemas, es decir: teoremas que hay que demostrar o refu-
tar concluyentemente. Una vez que se ha conseguido establecer la verdad
de un enunciado, ocurre que los métodos demostrativos exceden de los li-
mites en los cuales la Teoria de Nimeros estaba originariamente situada,
por lo cual se inicia una nueva fase investigadora en la cual se trata de
simplificar y de hacer elementales las demostraciones de cada teorema. No
siempre se logra cumplir este dltimo objetivo, y cuando si sucede el méto-
do de demostracién suele ser ad hoc, por lo cual ha de ser generalizado y
aplicado a problemas distintos de aquel en torno al cual surgié. Muy pos-
teriormente (de hecho la Teoria de Nimeros en general esta muy lejos de
poder ser presentada asi), se llegan a integrar estos enunciados, con-
traejemplos y métodos de demostracion en un sistema axiomatizado. Y sin
embargo, nadie duda de que en todas y cada una de las fases intermedias
se esta haciendo investigacién matemdtica. Los descubrimientos y las refu-
taciones en Teoria de Numeros estin metodolégicamente muy lejos del
ideal demostrativo euclideo, convertido por algunos légicos y filésofos de
la matemitica en el criterio demarcador y caracterizador de f; ciencia ma-
temitica. Dicho de otra manera: son muy pocas partes de la matematica
las que han quedado reducidas a la légica (axiomatizadas conforme al mo-
delo de los Principia Mathematica). No es lo mismo definir los nimeros
naturales y las operaciones entre ellos en base a conceptos estrictamente
légicos que pretender, como suele decirse habitualmente, que la aritmética
es reducible a la l6gica. Partes tan esenciales como la Teoria de Nimeros
estin muy lejos de ese objetivo, supuesto que pueda ser logrado, y aun en
el caso de que se llegase a ello, la historia correspondiente muestra que la
metodologia heuristica es muy distinta de la expositiva.

Si se intenta desarrollar una filosofia de las matemaiticas que no esté
escindida de la historia de cada una de las teorias matemiticas habria que
rectificar buena parte de los principios metodolégicos que se han converti-
do en lugares comunes a partir del éxito del modelo metodolégico de los
Elementos de Euclides. La Teoria de Nimeros resulta al respecto un dm-
bito crucial, precisamente porque en su historia los descubrimientos se
producen frecuentemente a partir de hipétesis puramente empiricas, que
son corroboradas, falsadas o matizadas mucho tiempo después. Y ello no
es una excepcidn: hasta principios del siglo XX, y aun después, esta meto-
dologia que combina aspectos empiricos, conjeturales y simplificadores ha
sido la habitual. Poco importa que determinadas hipétesis de Fermat, Mer-
senne, Euler y muchos otros se hayan mostrado como falsas; en la tentati-
va de demostrarlas o de refutarlas se han engendrado nuevas estructuras y
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conocimientos matemdticos, sin que los cultivadores de una ciencia aparen-
temente tedrica hayan desdefiado recurrir a la investigacién empirica para
tratar determinados problemas.

.
s
A

§ 2: Las propuestas metodolégicas de Lakatos en Filosofia de las
Matematicas.

Los problemas esbozados en el parrafo anterior han sido planteados en su
generalidad por Lakatos. En un trabajo postulado péstumamente, «¢Existe un
renacimiento del empirismo en la reciente filosofia de las matematicas?»8,
mantiene la tesis de que las matemiticas, contrariamente a la concepcién del
empirismo légico, no son una ciencia tautoldgica e infalible, sino conjetural y
cuasi-empirica:

«las teorias matemiticas, al menos las mis ricas, son cuasi-empiricas, al igual que las
teorias cientificas»’.

La distincién entre teorias euclideas y teorias cuasi-empiricas es muy
pertinente a la hora de abordar la Teoria de Ntimeros, pese a que Lakatos no se
haya ocupado de ella mis que marginalmente:

«Tal vez la mejor manera de caracterizar las teorias cuasi-empiricas, como algo
opuesto a las teorias euclideas, sea como sigue. Denominamos «enunciados bisicos»
a aquellas sentencias de un sistema deductivo en las que se inyecta inicialmente
valores de verdad, y «enunciados bisicos verdaderos» al subconjunto de enunciados
bisicos que reciben el valor particular verdadero. Entonces, un sistema es euclideo si
es la clausura (deductiva) de aquellos de sus enunciados bisicos que se asumen como
verdaderos. De otro modo, es un sistema cuasi-empirico»'°.

y un poco mis adelante propone la siguiente distincién metodoldgica:

«El desarrollo de una teoria euclidea consta de tres etapas: primera, la etapa precienti-
fica, ingenua, de ensayo y error que constituye la prehistoria de la materia; sigue el
periodo fundacional que reorganiza la disciplina, recorta los bordes oscuros y
establece la estructura deductiva de la médula segura. Todo lo que queda entonces’
por hacer es la solucién de problemas dentro de% sistema»... «El desarrollo de una
teoria cuasi-empirica es muy diferente. Este desarrollo parte de problemas, seguidos
de soluciones arriesgadas; luego vienen los tests severos, las refutaciones. El vehiculo
del progreso se éncuentra en las especulaciones audaces, la critica, la controversia
entre teorias rivales, los cambios de problemas»!!.

La Teoria de Nimeros constituye, dentro de las matemiticas, una de las
ramas en las que mejor se ejemplifica esta influencia y proyeccién al progreso
derivado de los problemas, mas que de los enunciados ya establecidos como
verdaderos o faﬂos. Los programas de investigacién en matemaitica, desde
Fermat, Vieta y Descartes hasta Euler, Gauss y Hilbert, estin definidos por

8. EnImre LAKATOS, Matemdticas, cienciay epistemologia, trad. de Diego Ribes en Madrid:
Alianza 1981, pp. 42-66.

9. LAKATOS, o.c. p. 50.

10. Ibid. p. 48.

11. Ibid. p. 49.
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problemas que hay que resolver. El progreso se deriva de las teorias y objetos
nuevos que surgen al intentar solucionarlos. La invencién de nuevos métodos
para abordar determinados problemas clasicos sigue siendo la marca de la
investigacién matemdtica valiosa, frente a la simple aplicacion de métodos ya
conocidos al desarrollo de una teoria en etapa de ciencia normal.

Tomemos como ejemplo la célebre conjetura de Goldbach, que ha sido
considerada desde el punto de vista metodolégico por Lakatos y mas profun-
damente por Kripke. La conjetura de Goldbach afirma que todo nimero par
mayor que dos es suma de dos niimeros primos, y por lo tanto, en funcién del
vocabulario que utiliza, pareceria un enunciado basico de la aritmética elemen-
tal. Ocurre, sin embargo, que no ha podido ser ni demostrada ni refutada ni por
‘medios elementales ni recurriendo a métodos matemiticos mas poderosos. La
conjetura ha sido comprobada por com utacidn efectiva para togo nimero par
menor que 33x10° (Shen 1964)'2. Pero ﬁay casos en Teoria de Nimeros en los
que determinados enunciados han sido comprobados en miles de casos y sin
embargo ulteriormente se han encontrado contra-ejemplos para nimeros mis
grandes. Se han conseguido demostrar teoremas similares al de la conjetura de
Goldbach (como por ejemplo Vinogradov'?, quien demostré en 1937 que, a
partir de un cierto lugar, todo nimero impar es la suma de tres primos), pero
ello recurriendo a métodos demostrativos que exceden con mucho de la
Aritmética clésica, en la cual surgié el problema con toda naturalidad. Investi-
gaciones ulteriores de Renyi, Buhstab, el propio Vinogradov y por tltimo, en
1966, Chen Jing-Run, han constituido otros tantos pasos de acercamiento a la
demostracién de la conjetura; pero esto todavia no se ha logrado.

En base a esta situacién, Kripke se preguntd si un enunciado asi puede ser
considerado como verdadero o falso a priori'*. Su critica de la nocién de
verdades necesarias, analiticas y 4 priori como caracteristica de los teoremas
matemiticos ha anadido argumentos, aunque desde una perspectiva muy
diferente a la de Lakatos, en contra de la concepcién kantiana, paradéjicamente
heredada por la filosofia analitica de orientacién neopositivista, de las matema-
ticas.

Abordaremos aqui el debate a partir de la Teoria de Nimeros, por los
motivos antes expuestos. Pero tendremos ocasion de esbozar una tesis mis
general, ya defendida en otros trabajos', relativa a la filosofia de las Matemiti-
cas: esta ciencia siempre trata con sistemas de signos, y unos pueden constituir-
se en ambitos semanticos de otros, como cuando expresamos una curva
geométrica por medio de una ecuacién o una hilera de nimeros mediante una
sucesion aritmética o geométrica formulada algebraicamente. El caricter cuasi-
empirico de las Matemiticas, y la existencia o no en ellas de «hechos firmes»
(cuestién suscitada por Lakatos) deja de parecer paradéjico o dudoso desde el

. 12. SHEN, MOK-KONG: On checking the Goldbach conjecture, Nordisk Todskr. Informa-
tions-Behandlung 4 (1964) pp. 243-245.

13. VINOGRADOV, 1. M.: The representation of an odd number as the sum of three primes,
Dokl. Akad. Nauk. SSSR 16 (1937), pp. 139-142.

14. KRIPKE, S.L.: Naming and Necessity, en D. Davidson (ed.), Semantics of natural
languaje, Dordrecht-Boston: Reidel 1973, aP 261 y sigs.

15. Ver ]. ECHEVERRIA, La identidad de las figuras geométricas, Theoria II: 1 (1985), pp.
213-230, asi como la ponencia sobre «La reduccidn cartesiana de las figuras geométricas a
ecuaciones», presentada en el I Simposio Hispano-Mexicano de Filosofia de octubre de 1984 en
Salamanca que serd publicado en las Actas.
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momento en que se constatan esas interrelaciones entre distintos sistemas de
signos, algunos de los cuales, que en su momento eran signos que designaban
otros objetos, pasan a ser deszgnata debido a que estdn suficientemente asenta-
dos como objetos matemiticos de pleno derecho.

§ 3: Presentacion de las tablas cantorianas

El tipo de investigacién normal en filosofia de la ciencia, a partir de Kuhn,
Feyerabend y Lakatos, consiste en tomar una teoria particular e investigar su
génesis en base a un estudio histrico detallado, a partir del cual se pueden
extraer consecuencias epistemoldgicas generales. Existe, por lo tanto, un cierto
refutacionismo en Teoria de la Ciencia. Si se quiere criticar una determinada
concepcidn de metodologia cientifica, se elige un ejemplo relevante en la
historia de la ciencia de que se trate y, analizando e interpretando los datos
histéricos, se infieren contra-argumentos que muestran la inadecuacién de la
concepcién metodoldgica criticada a la hora de interpretar y sistematizar
coherentemente todos esos datos histéricos. Asi procede Kuhn, pero también
Feyerabend, Lakatos, Zahar y en general todos los fil6sofos de I ciencia que
asientan su trabajo sobre una investigacidn histdrica precisa, mis que sobre un
normativismo metodolégico general.

En el presente trabajo optaré por otra via, a pesar de que la Teoria de
Niumeros abunda en ejemplos histdricos de gran interés para la Filosofia de las
Matemiticas, y que han sido muy poco estudiados, al menos en comparacién
con el interés mostrado por la Geometria, el Calculo Infinitesimal, la Teoria de
Probabilidades e incluso la Teoria de Conjuntos y demis estructuras algebrai-
cas. Pretendo, en efecto, no sélo analizar un ejemplo relevante histéricamente
(o que podria serlo, llegado el caso, si su aplicacién a la Teoria de Nimeros
tiene éxito) sino sobre todo proponer una nueva metodologia de investigacién
en Teoria de Numeros, al par que ofrecer un instrumento heuristico hasta el
momento nunca estudiado (por lo que conozco) y confrontarlo con alguno de
los problemas no resueltos en Teoria de Ntimeros, como la propia conjetura de
Goldbach. No se trata, sin embargo, de intentar demostrar dicha conjetura,
pese a que, como se verd, de las tablas cantorianas surgen vias nuevas para
abordar ese problema. El propio instrumento u objeto, a la par que ofrece
nuevas vias heuristicas para afrontar problemas clisicos de la Teoria de Nime-
ros, tiene propiedades y conlleva estructuras matematicas interesantes por si
mismas y, a mi entender, mucho més interesantes de estudiar que la simple
tentativa de obtener resultados resolutorios, en un sentido o en otro, con
respecto a problemas antiguos.

Como es sabido, Cantor propuso un nuevo método, que genéricamente
suele ser llamado método diagonal, para estudiar los problemas de equipoten-
cia entre conjuntos de nimeros. Los resultados obtenidos fueron sin duda
relevantes: la biyectividad entre el conjunto de los nimeros naturales N y el
conjunto Q de los niimeros racionales, asi como la no equipotencia entre Ny R
(conjunto de los nimeros reales). Ambos resultados fueron, en el sentido de
Lakatos, los dos «hechos nuevos», y firmemente establecidos, que impulsaron
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a Cantor a continuar sus investigaciones (programa de investigacién progresi-
vo, no decadente) hasta la elaboracién de la Teoria General de Conjuntos.

Quizi por ello, sélo se han estudiado los posibles problemas légicos que
puede plantear el método diagonal, pero no elp objeto sobre el cual se llevan a-
cabo las demostraciones cantorianas. En particular, la demostracién de la
equipotencia entre N y Q ha sido aceptada sin més ,centrindose el interés por
el método diagonal en su aplicacion a la demostracién de la no biyectividad
entre N y R, o entre Q y R. Como veremos en el parrafo siguiente, entre tanto
se ha dejado de prestar atencién a unos objetos, a los que llamaremos tablas o
tridangulos cantorianos, indistintamente, que son dignos de atencién por parte
de los matemadticos. Fendémeno muy frecuente en la historia de la matematica,
por cierto: desde las cénicas griegas a los nimeros imaginarios, sin olvidar los
infinitésimos reactualizados por Robinson, abundan los ejemplos de figuras o -
signos puramente auxiliares e instrumentales, vilidos para obtener resultados
demostrativos pero sin status propio como objetos matemiticos, que sélo
siglos después, y provocando por cierto profundos cambios en la ciencia,
fueron estudiados por si mismos, independientemente de la funcién demostra-
tiva que inicialmente habian jugado.

Nos centraremos exclusivamente en la demostracién cantoriana de la
biunivocidad entre N 'y Q. Suelen hacerse dos tipos de presentaciones de dicha
demostracién: una algebraica (o formal), otra figurada (divulgativa, por lo
normal). Veamos la primera brevemente:

Sea Q™ el conjunto de los nimeros racionales positivos, es decir el conjun-
to de las fracciones a/b, siendo a,b niimeros naturales. Ordenemos Q* confor-
me a la siguiente relacién de orden:

a/lb<c/de— | 1. a+b <c+d
2. Siatb=c+d,alb<c/de— a<b

En la presentacion figurada o serial, que el propio Cantor propone en carta
Goldscheider el 18 de junio de 1686, se considera la siguiente ordenacién de

Q+:
1/1, 1/2, 2/1, 1/3, 3/1, 1/4, 2/3, 3/2, 4/1, 1/5, 5/1, 1/6, 2/5,
3/4, 4/3,5/2,6/1...

Al ser disponible linealmente Q+, conforme a la ordenacién antes defini-
da, es claro que a cada nimero natural le corresponde un racional positivo y
reciprocamente. Por lo tanto, ambos conjuntos son equipotentes.

Mas consideremos la tabla que subyace a la presentacién serial que Cantor
le hace a Goldscheider, segin la cual Q+ puede ser presentado de la siguiente
manera:

16. Cantor a Goldscheider, carta del 18 de junio de 1686 publicada por Meschkowski en su
Denkweisen grosser Mathematiker, Braunschweig: Vieweg 1967, pp. 83-90.
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1/1=1/2 1/3,1/4,1/5 1/6 1/7 1/8 1/9 1/10 1/11 1/12 1/13 .............
— Iy
2/5 2/6 2/7 2/8 2/9 2/10 2/11 2/12 2/13..............
3/5 3/6 3/7 3/8 3/9 3/10 3/11 3/12 3/13
4/5 4/6 4/7 4/8 4/9 4/10 4/11 4/12 4/13
5/1/5/2 5/3 5/4 5/5 5/6 5/7 5/8 5/9 5/10 5/11 5/12 5/13
6/1 6/2 6/3 6/4 6/5 6/6 6/7 6/8 6/9 6/10 6/11 6/12 6/13
7/1 7/2 7/3 7/4 7/5 7/6 7/7 7/8 7/9 7/10 7/11 7/12 7/13
8/1 8/2 8/3 8/4 8/5 8/6 8/7 8/8 8/9 8/10 8/11 8/12 8/13
9/1 9/2 9/3 9/4 9/5 9/6 9/7 9/8 9/9 9/10 9/11 9/12 9/13
10/110/210/3 10/410/510/6 10/7 10/8 10/910/1010/11 10/12 10/13
11/111/211/311/411/511/6 11/7 11/8 11/911/1011/1111/1211/13
12/112/212/312/412/512/612/7 12/812/912/1012/11 12/1212/13

Es claro que, antes de introducir la ordenacidn, y al objeto de que un mismo
namero (por ejemplo 1/1=2/2=3/3=...) no aparezca repetido, hay que elimi-
nar de Q+ todas las fracciones que no sean irreducibles. S6lo a partir de este
momento cabe introducir la ordenacién propuesta por Cantor.

Ahora bien, en lugar de dejar de lado esta pequena dificultad, conviene
detenerse en ella, como veremos a continuacién. En efecto, la ordenacién serial
cantoriana de Q+ sigue estrictamente la linea quebrada dibujada en la tabla,
una vez excluidos de ésta los puntos o fracciones tachadas. Si analizamos la
operacidn consistente en hacer sobre la tabla todas las tachaduras necesarias,
nos encontramos con una primera dificultad: en efecto, para cada fraccién
reducida, a/b, tenemos que tachar todas las fracciones del tipo na/nb, siendo n
un niimero natural cualquiera. Es decir, que para ordenar la tabla conforme a la
linea quebrada propuesta por Cantor hace falta, previamente, proceder a
infinito-numerable tachaduras para cada fraccién irreducible. Puesto que hay
NxN fracciones irreducibles, y puesto que para cada una de ellas habria que
proceder a N tachaduras, resulta que en total hay que hacer NxNxN tachadu-
ras para dar la tabla reducida de Q+ por construida conforme a la definicién de
la relacién de orden propuesta por Cantor.

Esta dificultad, sin embargo, se soluciona, pues ocurre que para cada
fraccién a/b el procedimiento para llevar a cabo esas tachaduras es algoritmico.
En efecto, para tachar de la tabla anterior todas las fracciones iguales a 1/1 basta
con dar 1 paso horizontal y 1 vertical, 1 horizontal y 1 vertical, y asi sucesiva-
mente. Exactamente igual, para tachar las fracciones iguales a 1/2 hay que dar 2
pasos horizontales y 1 vertical, 2 horizontales y 1 vertical, etc. En general, si
a/b es irreducible, para tachar las fracciones iguales a ella hay que dar b pasos
horizontales y a verticales.

Aunque las tachaduras que hay que hacer son infinito numerables, el
procedimiento es recursivo, y por lo tanto la tabla Q+ de las fracciones
reducidas, en las que se supone que las tachaduras ya han sido realizadas, es
plenamente constructible. Por lo mismo, la ordenacién serial posterior, con-
forme a la linea quebrada propuesta por Cantor en la presentacién figurada
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(linea continuada) o conforme al criterio establecido en la desigualdad, es
factible sin ningtin problema teérico.

Podemos aceptar, por lo tanto, no sélo la demostracién cantoriana de la
numerabilidad de Q+ sino también su propuesta figurada para ordenar serial-
mente Q+: todo ello en base a que la tabla con las tachaduras supuestas es un
objeto matemitico en el sentido constructivista.

Hasta aqui todo era conocido. La novedad se ofrece cuando, en lugar de
arrumbar la tabla anterior, que ya ha servido para efectuar la demostracién
deseada, nos interesamos por ella 1ndepend1entemente de su funcién demos-
trativa, y la estudiamos como objeto matematico puro, indagando sus propie-
dades. Veremos que, siguiendo esta via de investigacién, encontramos un
instrumento poderoso y sugerente para estudiar diversos problemas de la
Teoria de Niimeros, y en concreto los niimeros primos. Obsérvese que no es lo
mismo Q+ que la tabla bidimensional que incluye las tachaduras, a la que
llamaremos T/, para indicar el vértice a partir del cual se construye. Esta
dltima posee una estructura geométrica y topoldgica distinta de la habitual-
mente estudiada en Q: de ahi su interés como objeto matematico.

21
1 2
RN
1 3

43 21
1 2 3 4

ER

1 5

7.5 .3
1 3 5 7
87 .05 4 . 21
1 2 4 5 7 8
R A Rt
1 3 7 9
09 87 6 5 4321
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
u 78 1
1 5 11
2211109 8 7 6 5 43 2 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
By 5.3 .1
1 3 5 9 11 13
JUREERI 87 4 1
1 2 4 7 8 11 13 14
LR O R R A ) 1
1 3 5 7 9 11 13 15
1615 14 1312 1110 9 8 7 6 5 4 3 2 1
1 3 4 5 6 8 9 10 11 12 13 14 15 16
TABLA Ty,
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§ 4: Propiedades de las tablas cantorianas

. La simple observacion de la tabla cantoriana T, 4, presentada en la forma
anterlor, evidencia empiricamente una serie de propledades interesantes que,
de manera inmediata, se convierten en otras tantas conjeturas en Teoria de
Nimeros. Algunas de ellas son suficientemente conocidas, pero otras, en
cambio, apenas si han sido subrayadas en la literatura especializada. Y, como
vamos a ver, también se desprenden de T,; propiedades nuevas, particular-
mente relevantes.

Prop. 1: Ty, es simétrica con respecto a la diagonal Dy ;.

Esta propiedad es evidente, pues si a/b es irreducible (respectivamente
reducible) b/a también lo es.

La Prop. 1 no sélo vale para las fracciones no tachadas, sino también para
las tachadas. La tabla es totalmente simétrica, o lo que es lo mismo, basta
estudiar la parte de la derecha (o de la izquierda) para que todo tenga su
reciproco en el lado simétrico de la tabla.

Prop. 2: Los lados del tridngulo cantoriano, asi como sus dos diagonales
maximas (las lineas verticales inmediatas a la diagonal) no contienen ninguna
tachadura.

Evidente, por ser siempre a/a+1 irreducible, al igual que a+1/a.

A estos lados y a estas diagonales las llamaremos completos.

Exactamente igual, y llamando hipotenusas a las horizontales, se constata
que hay algunas que son completas y otras que no lo son. Pues bien, a partir de
esta constatacién empirica surge una propiedad importante de los tridngulos
cantorianos:

Prop. 3: Una hipotenusa H,,, es completa si y sélo si a+1 es un nimero
primo.

Esta propiedad puede ser constatada empiricamente prolongando la tabla
tanto como queramos. A partir de esa observacién, surge la idea de tratar de
demostrarlo como teorema, lo cual, efectivamente, es ficil. Pero obsérvese que
la demostracion surge a partir de una observacién previa que, corroborada una
y otra vez, se convierte en conjetura. S6lo entonces tiene sentido, procediendo
rigurosamente con la tabla como guia heuristica, intentar la demostracién.

En efecto, sia/b es tal que a+b es un nimero primo, no puede ser un punto
cribable. Silo fuese, seria reducible: a/b = nc/nd, siendo c y d primos entre si.
Luego serianc + nd = p, y por tanto n (c+d)=p, siendony c+d mayores que
1; pero esto es imposible, porque hemos supuesto que a+b=p es un nimero
primo.

Reciprocamente, sea p un niimero entero tal que 1/p—1,2/p-2,..., p- —2/2,
p—1/1, son irreductibles. Si, en estas condiciones, p no fuese primo, seriap =
a.b, siendoa y b mayores que 1 y menores que p-1. Pero entonces seria a/p-a =
a/ab-a = a/ a(b-1) = 1/b-1 reducible, contra la hipétesis. Y lo mismo b/p-b
seria reducible contra la hip6tesis de que la hipotenusa correspondiente a p es
completa. Q.E.D.

4: Los lados (que van desde un punto de Dy, transversalmente a los
lados c{) la tabla cantoriana) son completos si y s6lo si corresponden a un
nimero primo, es decir si son de la forma n/p 6 p/n, siendo p primo.

Evidente, pues son de la forma p-n/p 6 p/p-n.
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Obsérvese que el niimero de puntos no tachados de un lado (y exactamente
igual de una hipotenusa), sea completo o no, coincide con el valor de la
indicatriz de Euler, @ (x). Obtenemos con ello una primera relacion entre las
tablas cantorianas y las funciones multiplicativas (f tales que estin definidas en
Z* con valores no nulos y tales que f(ab) = f(a) . f(b), que tan importante papel
juegan en la Teoria Analitica de Nameros.

Prop. 5: En cada hipotenusa, completa o no, la suma de los numeradores es
igual a la suma de los denominadores.
Evidente, por la simetria de T;;.

Prop. 6: Cada hipotenusa (y cadalado) contiene siempre un niimero par de
puntos no tachados.

Evidente, por el mismo motivo.

Como consecuencia, obtenemos una primera conjetura de interés para la
propia teoria cardinal de Cantor, a saber: el nimero de puntos no tachados (es
decir de fracciones irreducibles en Q*) en T,,; es siempre impar. En efecto, por
la simetria de la tabla, en cada hipotenusa hay un niimero par de puntos, con
excepcién de la primera, que s6lo tiene uno, 1/1; luego el nimero total de
puntos no tachados es impar, en virtud de la forma de la tabla. Se encuentra
aqui ya un indicio de lo que luego serd laidea de Cantor de distinguir entre 0 y
w+ 1y sobre todo se muestra que la ordenacién o topologia de un conjunto (en
este caso en tabla) determina las vias de investigacion del mismo.

Prop. 7: En toda hipotenusa, si designamos a sus elementos a,/b,, ocurre

qUe 2;.27.23.... a,/b1.by.bs... b, = 1, siendo ademds a; y b; siempre primos entre
si. :
Evidente, en funcién de la simetria.
Con ello resulta manifiestamente que los conjuntos formados por los
puntos de una hipotenusa (tanto si es completa como si no) constituyen una
estructura algebraicamente interesante. No cabe duda de que todo ello es
relacionable con la teoria de la congruencia, y en concreto con los residuos
médulo m, siendo m el niimero de indice de la hipotenusa o del lado. Pero
también es cierto que al tratamiento algebraico se le afiaden aqui propiedades
geométricas evidentes que sugieren diversas hipétesis de trabajo. Dicho breve-
mente: la potencia heuristica de las tablas cantorianas es considerable, y loes en
virtud Q de los nimeros racionales.

Asi podriamos proseguir, extrayendo de estas figuras miltiples propieda-
des, la mayoria de ﬁ\s cuales ya han sido investigadas en Teoria de Nimeros,
aunque segin métodos completamente distintos. Pero no se trata aqui de esto,
sino de mostrar las posibilidades heuristicas que este tipo de objeto ofrece a la
hora de plantear tanto conjeturas cldsicas como problemas nuevos.

Fijémonos, por ejemplo, en lo que podemos llamar tridngulos completos, o
tridngulos de Cantor propiamente dichos. Todo niimero primo p, consideran-
do su hipotenusa Hj,,.; determina con los lados de la tabla un tridngulo
completo, cuyas propiedades algebraicas son, a su vez, muy interesantes (por
supuesto la prop. 7 podia haber sido formulada también en términos de
logaritmos). '

En concreto, un tridngulo completo tiene siempre como catetos los lados
1/1... 1/a'y 1/1... a/1 y por hipotenusa fracciones irreducibles cuyos numera-
doresvande 1 aa y los denominadores dea a 1, partiendo del lado 1zquierdo. Si
llamamos logaritmo del perimetro (o logaritmo de cada lado) al logaritmo del
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producto de todos los puntos del perimetro de un tridngulo completo, ocurre
siempre que dicho logaritmo es nulo, al igual que lo es el de toda hipotenusa
por la prop. 7. Es decir que sub-figuras de la tabla cantoriana admiten trata-
mientos algébricos perfectamente cldsicos. A partir de todo ello puede tenderse
un puente a multiples desarrollos de la Teoria de Numeros. Obsérvese ademais
que propiedades geométricas tales como la inclusién de un tridngulo completo
en otro, o como las posibles descomposiciones de un tridngulo en suma de
otros (no solo hay triangulos completos formados por los lados de la tabla y las
hipotenusas: también los lados transversales y las hipotenusas pueden determi-
nar tridngulos completos, aunque su caracterizacién logaritmica ya no es la
misma) deben de tener su correspondiente expresidn algébrica, engendrando-
se, por métodos elementales, miltiples conjeturas y vias de investigacidn, a
partir de las diversas propiedades geométricas observables en Tj/;.

Todavia més interesante es el hecho de que existen puntos aislados (puntos
tachados en cuyo entorno en Ty, no hay mais que fracciones irreducibles), asi
como conjuntos de puntos aislados. Esto supone una nueva via de investiga-
cién, esta vez topoldgica, en la cual no vamos a entrar en la presente ponencia,
pero cuyo interés es indudable, y no sélo por las posibilidades de demostracién
que dicha Topologia engendra, sino sobre todo por el propio interés que la
tabla tiene como espacio topolégico.

Baste un botén de muestra, tomando la tabla T/, (o la reciproca, T,/).

1
2
21
33
ERN
4 4
43 21
5 5 5
s 1
6 6
65 4 3 2 1
7
7.5 .03 1
8 8 8 8
87 .05 4 . 21
9 9 9 9 9 9
9.7 R
10 10 10 10

TABLA T,,,
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B
a
21
a+1 at+1
3 1
at+2 a+2
4 3 2 1
at+3 at+3 a+3 a+3
5 S
at4 at4
6 5 4 3 2 1

n n—1 2 1

a+n—1 a+n—1 a+n—1 a+n—1

TABLA T/,

En T,,, se constata que su estructura formal (distribucién de puntos
tachados y no tachados en funcién de las hipotenusas y de la diagonal) es
exactamente la misma que la de Ty/;; por supuesto, asi como para estudiar T} 4
bastaba con estudiar su parte derecha (o izquierda), en virtud de la simetria, en
Ty, la simetria respecto de Dy, se sigue conservando, siendo ademis Ty,
isomorfaaTy/;.Y asi sucesivamente, pues también para estudiar Ty, basta con
analizar su parte derecha (0 izquierda), es decir Ty 3. En general, todas las tablas -
T/, son isomorfas entre si. Y puede demostrarse ficilmente, aunque aqui no
entraremos en ello, que también la tabla T, 4, que tiene por vértice una fraccién
irreducible cualquiera es isomorfa con todas las demais.

Dicho brevemente: la tabla T,,; contiene infinitas subtablas isomorfas con
ella, y ello para cualquier fraccién irreducible a/b, por grandes que sean los
ndmeros a y b.

Obtenemos con ello un resultado realmente importante, puesto que, a
diferencia de la Teoria de Niimeros que afronta directamente a los nimeros
primos, si recurrimos a las tablas cantorianas, compuestas de fracciones irredu-
cibles, siempre disponemos de una estructura topolégico-geométrica a partir
de la cual investigar las propiedades de sus elementos. Las consecuencias de
esta propiedad son innumerables a la hora de proponer nuevas vias de investi-
gacion en Teoria de Nimeros.

LGl
3%
2
~
Ry
%
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§ 5: Investigacion de algunas conjeturas cldsicas en Teoria de Numeros
a partir de las Tablas Cantorianas.

La caracterizacién obtenida en la Prop. 3 para los nimeros primos nos
permite establecer un criterio particularmente cémodo:

Prop. 8: p es primo si y s6lo si p-n/n es primo para todo n menor que p.
Ampliando la tabla T}/, (0 1a T, /,) surgen nuevas conjeturas que se relacio-
nan de inmediato con problemas clisicos. Por ejemplo la siguiente:

Conjetura 1: Todo lado completo.en T}/, es cortado por alguna hipotenusa
completa.

Es ficil comprobar que esta conjetura es equivalente al postulado de
Herbrand, que fue demostrado a principios del siglo XX por Landau, tras 63
afios de investigaciones: para todo entero mayor que 6 existe al menos un
nimero primo entre n y 2n-2.

En el caso de las tablas cantorianas la interpretacién del postulado de
Bertrand es muy ficil cuando n es primo. En efecto, entonces cadaladoen T} 4
(que no es sino la correspondiente hipotenusa en Ty,,) es completo, y por
consiguiente recorre todos los valores de n-1 a 1 en sus numeradores. Con lo
cual la suma de sus numeradores y denominadores va recorriendo todos los
valores desde n+1 hasta 2n-1, y entre ellos ha de haber un primo, como afirmé
Bertrand: en el caso de la tabla ese postulado equivale a afirmar que todo lado
completo engendra tridngulos completos laterales y centrales.

Conjetura 2: En ninguna hipotenusa completa de T/, existe una fraccién
absolutamente irreducible (es decir una fraccién a/b tal que a y b son primos,
ademais de ser primos entre si), excepto en el caso en que dicha hipotenusa
corresponda al segundo de un par de nimeros primos gemelos.

Esta conjetura surge por observacidn a partir de la tabla, pero puede ser
demostrada con bastante comodidad por reduccién al absurdo. En efecto si
existiese una fraccién p/q, con p y q primos y p+q también primo, entonces:

a/: Si p y q son impares y p/q pertenecé a una hipotenusa completa,
entonces también p-1/q+1 dege de ser irreducible; pero esto es imposible,
pues ambos son pares.

b/: Luego 6 p 6 q han de ser pares, y desde luego sélo puede serlo uno de
ellos: con lo cual, en el supuesto que estamos mencionando, hemos encontrado
un par de primos gemelos.

La demostracién de esta conjetura es, como se ve, sencilla; pero tiene el
interés de que la conjetura dificilmente podria haber sido propuesta si no fuese
por observacion a partir de la tabla. Es decir que el nuevo objeto matematico
compuesto por las tablas cantorianas suscita conjeturas a partir de su observa-
cién y anilisis mis o menos detallado; y dichas conjeturas son pertinentes en
teoria de nimeros, puedan o no puedan ser demostradas por métodos elemen-
tales, como hasta ahora hemos venido haciendo.

Conjetura 3: En el entorno de radio 1 de toda hipotenusa completa existe al
menos una fraccién absolutamente irreducible.

Esta conjetura, caso de ser cierta, tendria enorme interés para la caracteriza-
cién topolégica de las tablas cantorianas. La nocién de entorno de radio 1 de un
punto o de un conjunto de puntos aparece de manera muy natural, aunque aqui
no vayamos a introducirla formalmente.
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Conjetura 4: Toda fraccién absolutamente irreducible es suma, como
minimo de una manera, de un par de fracciones absolutamente irreducibles.

Esta conjetura, cuyo interés y generalidad es indudable, surge exclusiva-
mente a partir del anilisis empirico de la tabla, en la cual aparece como un
problema «natural», aunque aqui no se vaya a mostrar de qué manera ello tiene
lugar.

Podriamos continuar asi, pero con estos ejemplos puede bastar para poner
en evidencia la potencia heuristica en Teoria de Ntimeros (y en otros campos,
como el Algebra y la Topologia) de las tablas cantorianas. Antes de pasar a las
consideraciones propiamente epistemoldgicas, propondré una via para inten-
tar demostrar la conjetura de Goldbach por métodos elementales, ﬁgados ala
formay ala estructura de la tabla T ,y-, y en particular de Ty, en donde quizi
pueda ser planteada mis comodamente.

Conjetura de Goldbach: todo nimero par mayor que dos es suma de dos
ndmeros primos.

Partiendo de la tabla cantoriana, desde luego, caso de demostrarse dicha
conjetura se hace en el sentido de que, siempre que el nimero par a4 sea mayor
que 6, los dos primos cuya suma es a son diferentes.

Veamos de qué manera puede investigarse esta cuestion, prestando aten-
cién a la funcién heuristica de las tablas cantorianas, mis que a los resultados
que efectivamente se obtengan, lo cual, como deciamos al principio, es una
cuestién secundaria en el presente trabajo. :

Hemos visto que T/, es simétrica respecto a Dy/,. Esto significa que, si
consideramos un ndmero par cualquiera a, y su hipotenusa H;,,» para toda
fraccién irreducible x/a que pertenezca a dicha hipotenusa existira en la misma
hipotenusa otra fraccién irreducible x’/a tal que:

x/a + x’/a = 1, o lo que es lo mismo:
X+ x =a

Con lo cual, dado que en la parte derecha de T,,, siempre hay, como
minimo, un nimero primo p, nos basta con considerar todos los nimeros
primos que estén en H;,, como numeradores (a priori han de ser W(a/2),
siendo W la funcidén que para cada nimero determina el nimero de primos
menores que ély primos con €l), y a continuacién sus simétricos con respecto a
D,/,. La conjetura de Goldbach se reduce a demostrar que entre esos simétri-
cos de los numeradores primos de H;,,N\T;,3 hay por lo menos un nimero
primo, lo cual tiene una via abierta, que no seguiremos aqui hasta el final, por el
propio postulado de Bertrand, que garantiza la existencia como minimo de un
nimero primo en la parte izquierda de la hipotenusa.

Otra via de investigacion posible la ofrece la tabla Ty, y en particular sus
hipotenusas. Demostrar la conjetura de Goldbach es equivalente a demostrar
que, para todo nimero par a, en la hipotenusa H;/,.; de T}, existe una fraccién
absolutamente irreducible. Para ello basta con considerar que dichas hipotenu-
sas tienen como numeradores y denominadores todos los niimeros primos
menores que 4 y primos con 4 y, ademis, todos los productos posibles entre
dichos nameros primos, siempre que esos productos sean menores que 4. Con
lo cual basta con demostrar que el nimero de nimeros primos (y primos con 4)
es estrictamente mayor que el de sus productos menores que 4, pues entonces,
por la simetria dela tabla, existirin como minimo dos nimeros primos mis que
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productos, y por consiguiente habri como minimo una fraccién absoluta
irreducible en Hy,, 4.

La observacién de las tablas cantorianas, por lo tanto, comporta la emisién
de multiples conjeturas y la apertura de nuevas vias de investigacién, muchas
de ellas pertinentes para abordar con métodos elementales problemas clasicos
de la teoria de niimeros. Por otra parte, las tablas cantorianas se interrelacionan
de inmediato con las funciones utilizadas en la teoria analitica de nimeros, asi
como con la teoria de las particiones; en general con las diversas técnicas que se
han mostrado fructiferas en Teoria de Numeros.

Y por otra parte, dichas tablas suponen la apertura de nuevas hipétesis y
nuevas conjeturas, muchas de las cuales confluyen ripidamente en demostra-
ciones y en teoremas.

No se trata con todo ello de sobrevalorar esta metodologia, sino de
proponer un nuevo instrumento de anilisis e investigacién en teoria de nime-
ros por medio del cual, por su similitud con algunos de los métodos de la teoria
clasica de niimeros, las caracteristicas de la metodologia de investigacién
clasica pueden ir siendo desbrozadas acaso con mucha mayor claridad que si se
llevase a cabo un estudio histdrico detallado de los métodos efectivos de
trabajo y de investigacién (que no de demostracién) de autores como Fermat,
Euler y Gauss, por mencionar tres cldsicos en la materia.

En cualquier caso, y como veremos con mis detalle en el apartado siguien-
te, la teoria de nimeros muestra que la investigacién en matemiticas no tiene
por qué limitarse exclusivamente a la tentativa de axiomatizar y de extraer
consecuencias de sistemas ya axiomatizados. La funcién heuristica que pueden
desempefiar determinados objetos matemiticos que, como sucedié en el caso
de Cantor, han tenido una funcién puramente instrumental para obtener
determinados resultados, sin que su estructura propia y peculiar haya sido
desentranada a fondo, es en cualquier caso muy grande, tanto a la hora de
abordar problemas clisicos como de proponer otros nuevos.

§ 6: Conclusiones epistemoldgicas

Esta breve tentativa de aplicacién de las tablas cantorianas a la Teoria de
Numeros, presentada en términos elementales, nos permite extraer varias
consecuencias respecto de la metodologia de la investigacién en dicha rama de
la matematica.

En primer lugar, es claro que hay un elemento empirico (la observacién de
la tabla) que actiia como motor de la investigacion. Caracteristicas empiricas de
esas tablas (como la completud de las hipotenusas cuando la suma de numera-
dor y denominador es primo, o como la existencia de una hipotenusa completa
que corta a cualquier lado completo) suscitan conjeturas que son refutables por
medio de un contraejemplo, demostrables o, en su caso, permanecen como
tales conjeturas. Ahora bien, tanto las refutaciones como las conjeturas y las
demostraciones son parte de la Teoria de Numeros. Es restrictivo y empobre-
cedor reducir la reflexion filoséfica sobre las matematicas al aspecto demostra-
tivo, o al binomio conjetura/refutacién. Los ejemplos mostrados evidencian,

154 [16]



LAS TABLAS CANTORIANAS Y SU FUNCION HEURISTICA

por ejemplo, que las demostraciones, cuando se consiguen, recurren a procedi-
mientos muy distintos de los que la tabla ofrece por si misma: en concreto a
partes de la matemaitica a veces mucho mis complejas y sofisticadas que este
puro conjunto triangular de nimeros de regusto pitagérico. Siendo esto cierto,
y constituyendo un aspecto esencial para la aceptacion de una teoria matemati-
ca o de un nuevo objeto (las tablas cantorianas, en este caso) por parte de la
comunidad matemitica, también es cierto que la investigacién matemaitica
propiamente dicha puede tomar como guia heuristica durante mucho tiempo a
objetos como estas tablas, extrayendo de ellos el maximo de conjeturas y de
problemas, que luego intentaran resolverse recurriendo a otros instrumentos y
técnicas. La Teoria de Numeros (y en particular los ejemplos histéricos de sus
creadores) se basa en ambos procedimientos, por lo cual su estudio no debe
circunscribirse a uno solo. Siendo en su origen una ciencia cuasi-empirica (o
pudiendo serlo, pues no toda la investigacién en Teoria de Nimeros responde
a estos patrones observacionales, aunque si numerosos problemas de la misma)
ha de acceder al nivel de una ciencia euclidea tarde o temprano. El progreso
histérico no sélo consiste, frente a lo que piensa Lakatos, en el descubrimiento
de hechos nuevos, sino también en la invencién de nuevos métodos de demos-
tracién y de nuevas sistematizaciones de los hechos heuristicamente conjetura-
dos, es decir en la propuesta de nuevas teorias.

Y, en segundo lugar, lo que es mis importante para nuestro objeto: la
investigacién empirica de las tablas cantorianas versa sobre conjuntos de signos
dispuestos conforme a un determinado orden o modo de presentacién. Proce-
der a elaborar conjeturas o demostrar teoremas referentes a estos nuevos
objetos equivale a considerar esos conjuntos de signos como objetos en el
pleno sentido de la palabra: con sus propias propiedades, que han de ser
investigadas, aptos para ser observados con instrumentos (por ejemplo el
ordenador) y para establecer distintos niveles de observacidn, relacionables
con otros objetos matemdticos que se expresan en sistemas de signos muy
distintos, asimilables histéricamente a instrumentos tan importantes en su
época como el tridngulo de Pascal, etc. Es decir que la Teoria de Nimeros
responde con ello plenamente al patrén de una ciencia empirica y factual.
Antes que nada, es un hecho que Ty/; y T/, son isomorfas. Constatado este
hecho, y al indagarse la explicacién del mismo, puede llegarse a considerar
como algo trivial, o si se quiere analitico, en ef sentido de que se deriva
necesariamente de las reglas de construccién de las tablas cantorianas; pero
desde el punto de vista de la investigacién (y no de la demostracién) las
verdades matemiticas también pasan por un estadio en el que son conjeturas
empiricas.

La peculiaridad de este estadio, y aqui radica la distincién entre la matema-
tica y otras ciencias, estriba en que los objetos que son observados y analizados
por los matematicos son sistemas de signos, y por lo tanto objetos artificiales,
presentados de una u otra manera, entre los muchos lenguajes formalizados
posibles. Los teoremas y conjeturas propuestos tienen como 4mbito semantico
un objeto cuyos elementos son, de por si, signos artificiales, utilizados en
matematicas para otros objetivos muy diferentes. La Teoria de Ntmeros, por lo
tanto, no estudia objetos fisicos, sino objetos signicos, modelados y estructu-
rados de una u otra manera. Ello no significa, pese a tener como referencia
signos matematicos, que pueda ser considerada como un meta-lenguaje, o
como una parte de la metamatematica.
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En efecto, la relacién entre un sistema de signos S y otro sistema T (por
ejemplo S las tablas cantorianas y T la Teoria de Nimeros que de ellas se
extraiga) no es la relacién lenguaje/metalenguaje, en el sentido de la metamate-
matica. Muy al contrario, y como ya hemos mostrado en otros trabajos, es la
relacion habitual en las matemadticas, en las cuales siempre un sistema de signos
se refiere a otro sistema de signos, tomando a éste altimo como objeto sobre el
cual se elabora una teoria!”. Si, en un estadio ulterior, todavia no factible, se
consigue axiomatizar la teoria de niimeros y se estudian las propiedades l6gicas
o metamatemiticas de cada una de las axiomatizaciones posibles, entonces
construiremos un metalenguaje L, en términos del cual hablamos (metamate-
maiticamente) de T’; pero lo que nunca debe olvidarse es que, ademis, existe el
sistema de signos S, sobre el cual versa T, de la misma manera que L versa sobre
T. Esta triplicidad de sistemas es la condicién sine qua non de toda teoria
matemitica completamente desarrollada. En una teoria matemitica como la
teoria de nimeros hay una componente empirica indudable, en base a la cual se
producen descubrimientos importantes y, en general, progreso de la ciencia
matemaitica. Dicha componente empirica ha de ser teorizada, para lo cual hay
que tratar de refutar y de demostrar las conjeturas procedentes de la etapa
anterior (bien entendido que la observacién de las tablas cantorianas es ya
tedrica, pues el anilisis y la indagacién de las mismas esti siempre determinado
por la problemitica pre-existente en teoria de nimeros, que nos lleva a
proponer unas conjeturas, las equivalentes a problemas ya fijados en otro tipo
de presentaciones). En esta fase la Teoria de Nimeros tiende a convertirse en
una ciencia euclidea, y en tdltimo término axiomatizada. Y, en un tercer
momento, debe hacerse una reflexién meta-tedrica sobre la teoria de nimeros,
cerrindose con ello la tercera fase del estudio de la misma. El progreso
cientifico se produce, contra lo que piensa Lakatos, en cada una de estas tres
fases, cuyo despliegue histérico suele abarcar varios siglos, y no sélo en la
primera, caracterizada por la proliferacién de conjeturas y de hechos nuevos.

El ejemplo de las tablas cantorianas muestra bien lo que queremos decir. En
Matematicas es mas importante y dificil descubrir nuevos hechos o demostrar
nuevos teoremas. Cuando Cantor descubrié el método de la diagonalizacién
las novedades que se derivaron fueron cualitativamente superiores a las que
puede engendrar el descubrimiento de un nuevo teorema por parte de un
contemporaneo de Cantor. Exactamente igual, la invencion de un nuevo
objeto matemitico (como las tablas cantorianas) es signo de progreso en mucha
mayor medida que algin resultado nuevo que paralelamente se esté descu-
briendo en teoria de nimeros: y ello no sélo porque de la invencién de nuevas
metodologias y de nuevos objetos matematicos (sucesos que, por cierto, no
son tan frecuentes) se derivan en serie miultiples hechos nuevos, sino sobre
todo porque permiten interrelacionar unas ramas de la ciencia matemaitica con
otra, contribuyendo a la sistematizacién y a la interconexion de las ciencias,
aspecto éste que es uno de los mis relevantes del progreso de las matemiticas, y
en general del progreso cientifico. :

% % %

17. Ver nota 15.
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